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Curve Fitting 
• บอ่ยๆครัง้ เราไดข้อ้มลูจากการวดัในสนาม ซึง่มี
ลกัษณะเป็นจดุ และเราจะตอ้งการหา Function 
ทางคณติศาสตรเ์พือ่เชือ่มตอ่จดุเหลา่นี ้

• Function งา่ยๆทีใ่ชก้นัคอื Polynomial ที ่
Degree ตา่งๆ 

• Function ทีส่ลบัซบัซอ้นขึน้ไดแ้ก ่Cosine 
Function 

• กรรมวธิเีหลา่นี ้เพือ่ทีจ่ะหาคา่ของ Function ทีอ่ยู่
ระหวา่งจดุทีเ่ราวดั ซึง่เราเรยีก Interpolation 



Interpolation 
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Linear Interpolation 
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Second Degree Piecewise 
Interpolation 
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Third Degree Piecewise 
Interpolation 
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Higher Order Degree 
• ไมน่ยิมใช ้เพราะจะเกดิการ Oscillate ได ้
• Function ทีร่อยตอ่ของ Polynomial จะไม่
ตอ่เนือ่ง 

• N Degree จะใช ้N+1 จดุสําหรับหาคา่ของ 
Function 



Spline Interpolation 
• เป็นการใช ้Polynomial Degree ตํา่ๆ ทีน่ยิมคอื Third 

Degree หรอื Cube 
– เรยีก Cubic Spline 

• Cubic Spline จะหา Polynomial จากทลีะ 2 จดุ(ไมใ่ช ่4) 
แตบ่งัคบัใหร้อยตอ่ระหวา่งแตล่ะ Polynomial มคีวาม
ตอ่เนือ่ง โดยกําหนดให ้Polynomial ทีต่อ่กนัม ีFirst 
Derivative และ Second Derivative เทา่กนั 

• 2 จดุได ้2 สมการ บวกกบัอกีสองสมการของ First และ 
Second Derivative เป็น 4 สมการ 4 Unknown 

• ทีป่ลายและหวัจะสมมตุ ิFirst Derivative จากสมการ
เสน้ตรง และสมมตุ ิSecond Derivative เทา่กบัศนูย ์วธินีี ้
เราเรยีก Natural Spline 

• เป็นวธิทีีน่ยิมมากกวา่ 



Spline Interpolation 
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การคํานวณ Cubic Spline 
Interpolation (1) 

• พจิารณาจากจดุของตวัอยา่ง 
• เราตอ้งการลาก Curve ผา่นจดุเหลา่นี ้โดยใช ้

Third Degree Polynomial 
 
 

– ม ี4 Unknown ทีต่อ้งหา ดงันัน้ตอ้งสรา้ง 4 สมการ และ
ใช ้4 จดุของ Data ในการแก ้

– ผลคอื 3rd Degree Polynomial จะลากผา่นทลีะ 4 จดุ 
ดงันัน้จะมรีอยตอ่ทกุๆ 4 จดุ ทีไ่มร่าบเรยีบ เนือ่งจากแต่
ละ 4 จดุจะใช ้Polynomial คนละตวักนั 

– Polynomial ทีต่อ่กนัจะใชจ้ดุรว่มกนัทีร่อยตอ่ 
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• Example: กําหนด Data 7 จดุดงันี ้
– Yi = [2 0 3 4 5 3 1]; Xi = [0 1 2 3 4 5 6] 

• จงคํานวณ Third Degree Polynomial ที่
จะ Fit Data เหลา่นี ้

การคาํนวณ Cubic Spline 
Interpolation (2) 



การคาํนวณ Cubic Spline 
Interpolation (3) 

เราตอ้งใช ้Cubic Polynomial 2 ตวัแรก Fit 4 จดุแรก  
ตวัที ่2 Fit 4 จดุถดัไป โดยจดุที ่4 เป็นจดุรว่ม 

y0 y1 



Cubic Spline Int.(4) 
• Polynomial ตวัแรก คํานวณไดด้งันี ้

 
 
 
 

• แกส้มการได ้
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Cubic Spline Int.(5) 
• Polynomial ตวัทีส่อง คํานวณไดด้งันี ้

 
 
 
 

• แกส้มการได ้
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Cubic Spline Int.(6) 
 



Cubic Spline Int.(7) 
 



Cubic Spline Int.(8) 
 



Cubic Spline Int.(9) 
• สิง่ทีเ่ราตอ้งการคอืทําใหร้อยตอ่ราบเรยีบ 

– โดยการกําหนดใหค้า่ First Derivative ทีป่ลายของ 
Polynomial ตวัแรก เทา่กบัคา่ First Derivative ทีจ่ดุ
ตน้ของ Polynomial ตวัที ่2 

– อกีนัยหนึง่ คอืบงัคบัใหค้า่ First Derivative ทีจ่ดุรว่ม
ของสอง Polynomial ทีม่าตอ่กนั มคีา่เทา่กนั 

– ในกรณีเราสามารถสรา้ง 4 สมการ เพือ่หา 4 
Coefficient ไดจ้ากเพยีงคา่ของ Function ทีส่องจดุ 
และคา่ของ First Derivative ทีส่องจดุนัน้ (4 คา่ รวม) 

• กลา่วคอื แตล่ะชว่งของ Data (ระหวา่งสองจดุ) เราจะคํานวณ 
Third Degree Polynomial หนึง่ตวั 



Cubic Spline Int.(10) 
• พจิารณาจาก Data n จดุของ xii=1,..,n คอื yi; 

i=1,..,n เราตอ้งการหา Cubic Polynomial, 
Si(x) ทัง้หมด n-1 function เพือ่ทําการ 
Interpolate คา่ระหวา่งจดุ ในแตล่ะชว่งของ
สองจดุทีต่ดิกนั 
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Cubic Spline Int.(11) 
• สมการ Polynomial ทีใ่ชเ้ป็นแคก่ารเปลีย่น 

Variable โดยเลือ่น (Delay) สมการจากจดุ 
xi ใหม้าอยูท่ีต่ําแหน่ง ศนูย ์

• คา่ First และ Second Derivative ของ
แตล่ะ Polynomial สามารถแสดงไดด้งันี ้

iiii

iiiiii

iiiiiiii

bxxaxs
cxxbxxaxs

dxxcxxbxxaxs

2)(6)(''
)(2)(3)('

)()()()(
2

23

+−=
+−+−=

+−+−+−=



Cubic Spline Int.(12) 
• ถา้จดุ xi เป็นจดุรว่มระหวา่งสอง 

Polynomial กลา่วคอื 
 

• และทีจ่ดุ xi เราจะไดค้า่ของ Function คอื 
 
 

• นอกจากนี ้เราได(้สมมตุวิา่แตล่ะจดุสุม่
ตวัอยา่งดว้ยระยะหา่งเทา่กนั) 
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Cubic Spline Int.(13) 
• เราสรา้งสมการจากการกําหนด First 

Derivative ของจดุตอ่ใหเ้ทา่กนั 
 

• ดงันัน้ เราได ้
 
 

•  นอกจากนีแ้ลว้ คา่ Second Derivative 
จะตอ้งตอ่เนือ่งกนัตลอดชว่ง 
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Cubic Spline Int.(14) 
• แตค่า่  
• ดงันัน้ 

 
• และ 

 
• จาก 

 
• เราได ้
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Cubic Spline Int.(15) 
• เพือ่ใหส้มการดงูา่ย เรากําหนด 

 
• ดงันัน้ 

 
• และทีไ่ดก้อ่นหนา้นี ้
• สว่น ai และ ci สามารถเขยีนใหมไ่ดเ้ป็น  
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Cubic Spline Int.(16) 
• เราสรปุสตูรในการคํานวณดงันี ้

 
 
 
 
 

• เมือ่เขยีนในรปูของ Matrix เราได ้
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Cubic Spline Int.(17) 
• จาก  

 
 
 
 

• สามารถเขยีนเป็นสมการ Matrix ไดด้งันี ้
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Cubic Spline Int.(18) 
•   

 
 
 
 
 

• ระบบประกอบไปดว้ย n-2 สมการและ n unknown 
ดงันัน้เราตอ้งการอกี สอง Condition เพือ่ที่
สามารถจะแกส้มการได ้
– สอง Condition สามารถเลอืกไดห้ลายแบบ ทําใหเ้กดิ 

Variation ของ Cubic Spline Interpolation หลาย
วธิ ี
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Cubic Spline Int.(19) 
• ในทีน่ีจ้ะกลา่วถงึ Spline สามแบบ ตาม 
สอง Condition ทีก่ําหนดเพิม่เตมิ 
– Natural Spline 

• โดยการกําหนด M1=Mn=0 
– Parabolic Runout Spline 

• โดยการกําหนด M1=M2 และ Mn=Mn-1 

– Cubic Runout Spline 
• โดยการใช ้M1=2M2-M3 และ Mn=2Mn-1-Mn-2 

• ในทีน่ีจ้ะกลา่วรายละเอยีดเฉพาะ Natural 
Spline 



Cubic Spline Int.(20) 
• Natural Spline 

– เมือ่ให ้M1=Mn=0 Matrix จะลดรปูเหลอื n-2 
สมการ และ n-2 Unknown ดงันี ้
 
 
 
 
 

– เมือ่เราแกส้มการไดค้า่ Mi เราสามารถคํานวณ
คา่ Coefficient ของแตล่ะ Polynomial ได ้
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Cubic Spline Int.(21) 
• สงัเกตวุา่ Coefficient Matrix ของระบบมคีา่ใน
สว่น Diagonal ทีเ่ป็นคา่คงที ่ซึง่ Matrix นีเ้ป็น 
Matrix พเิศษ เรยีก Toeplitz Matrix 
– Toeplitz Matrix สามารถแกป้ัญหาได ้โดยใช ้O(n2) 

Computation Time แทนทีจ่ะเป็น O(n3) 
• Algorithm ทีใ่ชค้อื Levinson Algorithm 

– Toeplitz Matrix สามารถทํา LU Decomposition 
โดยใช ้O(n2) เชน่เดยีวกนั 

• รายละเอยีดของคณุสมบตัพิเิศษของ Matrix นี ้
และ Levinson Algorithm อยูน่อกขอบเขตของ
วชิานี ้ผูส้นใจสามารถศกึษาเพิม่เตมิไดจ้ากตํารา
ดา้น Linear Algebra และ Numerical Method 



Example: Natural Spline 
• จากตวัอยา่งเดมิ เราจะใช ้Spline มาทําการ Fit 

Data ในกรณีนี ้n=7, h = 1, M0=M7=0 
– Yi = [2 0 3 4 5 3 1]; Xi = [0 1 2 3 4 5 6] 

• เราแกส้มการ Matrix ดงันี ้
 
 
 
 

• และไดค้ําตอบคอื  
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• ดงันัน้ Coefficient ของ Cubic ทัง้ 6 จะ
เป็น 
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Polynomial Coefficient Matrix 
• >> p=[a b c d] 
• p = 
•     1.4987         0   -3.4987    2.0000 
•    -2.4936    4.4962    0.9974         0 
•     1.4756   -2.9846    2.5090    3.0000 
•    -1.4090    1.4423    0.9667    4.0000 
•     1.1603   -2.7846   -0.3756    5.0000 
•    -0.2321    0.6962   -2.4641    3.0000 

 
• ตอ่ไปเราจะลอง Plot แตล่ะ Polynomial ในแตล่ะชว่ง 
ท ัง้หมด 6 Polynomial และ 6 ชว่ง 



Natural Spline Interpolation 
 



Natural Spline Interpolation = R;
First Der = G; Second Der = B 

 



Natural Spline Interpolation = R;
First D = G; Second D = B vs 6th D Poly = K 

 ปกตแินวโนม้ของ Polynomial ทีม่ ีDegree สงูจะเกดิ Overshoot 
แต ่Spline จะให ้Curve ทีร่าบเรยีบกวา่ และใกลเ้คยีงความจรงิ 

205.164722.253125.154931.46375.00347.0 23456 +−+−+−= xxxxxxy



Regression 
• บางครัง้ Data ทีเ่ราเก็บได ้กระจาย และการ
ทํา Interpolation ดว้ย Polynomial จะไม่
เหมาะสม  

• การกระจายของ Data อาจจะเกดิจากความ
ไมแ่น่นอนในการวดั หรอืเป็นลกัษณะ 
Random 

• อาจจะเกดิจาก Noise ในการวดั 
– การ Fit ดว้ย Polynomial หรอืแมแ้ต ่Spline 
จะใหค้ําตอบทีไ่มต่รงกบัความจรงิ 



Regression: Data with Noise 
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Polynomial Fit Noise Data 
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Ordinary Simple Linear 
Least-Squares Regression 

• ในการนี ้การประมาณคา่โดยใช ้Function งา่ยๆ เชน่
เสน้ตรง หรอื Exponential จะเหมาะสมกวา่ 
– โดยเฉพาะถา้เรารูพ้ฤตกิรรมของระบบอยูบ่า้ง และคาดหวงัวา่ Data 
ทีไ่ดค้วรจะมลีกัษณะอยา่งไร  

• การหาสมการทีจ่ะ Fit ทีส่ดุ โดยมคีา่ Error ตํา่สดุ เรา
เรยีกเป็นการทํา Regression 

• กรณีของสมการเสน้ตรง (สําหรับตวัแปรเดยีว)เราเรยีก 
Linear Regression 
– ทีถ่กูควรเรยีก Simple Linear Regression ใชส้ําหรับตวัแปรเดยีว 
จะเป็นสมการเสน้ตรงในสองมติ ิ

• เนือ่งจากม ีMultiple Linear Regression ดว้ยสําหรับกรณีหลายตวั
แปร ซึง่ผลจะเป็น Linear Equation ในหลายมติ ิ

– สมการเสน้ตรงคอื y=ax+b (บางตําราใช ้y = a + bx ซึง่ในกรณีนี้
ตอ้งสลบัคา่ a และ b ในการคํานวณทีจ่ะกลา่วตอ่ไป) 

– Parameter 2 ตวัทีต่อ้งหาคอื a = slope และ b = y-intercept 



Ordinary Simple Linear 
Least Square Regression 

• สมการที ่Fit ทีส่ดุคอืให ้Error รวมตํา่สดุ 
เรามกัจะใชว้ธิขีอง Least-Square เรยีก 
Ordinary Least Square Regression 
(OLS) (หรอื Linear Least Square) 
– ผลรวมของ Error ยกกําลงัสองของแตล่ะจดุ
ของ Data เทยีบกบัเสน้ตรงทีใ่ช ้มคีา่ตํา่สดุ 

• Linear Regression ใชก้นัมากในทางสถติ ิ
เพือ่หาความสมัพันธแ์บบเสน้ตรงของ 
Random Variable สองตวั 

• Linear Regression ประเภทอืน่ๆก็มใีชก้นั
อยู ่แต ่OLS จะนยิมทีส่ดุ 



Linear Least-Squares 
Regression 

 

X 

Y 

Error 



Ordinary Linear Least 
Square Regression (OLS) 

• คา่ a และ b หาไดจ้ากสมการ Summation ของ 
Error ยกกําลงัสอง ของทกุจดุ  
– คา่ทีต่ํา่สดุหาไดจ้ากการหาคา่ Derivative ของสมการ
และตัง้ใหเ้ทา่กบั 0 (จดุ Minima) 

• ทัง้สอง Unknown คอื a และ b หาไดจ้ากสมการ 
Derivative สองสมการทีต่ัง้ใหเ้ทา่กบั 0 ดงันี ้
– df(a,b)/da = 0 
– df(a,b)/db = 0 
– f(a,b) คอื Sum of Square Error Function 

• อกีคา่ทีใ่ชใ้นทางสถติคิอืคา่ r = correlation 
coefficient เป็นตวับอกวา่เสน้ตรงทีใ่ชม้นั Fit 
ไดด้เีพยีงไร, r จะมคีา่ระหวา่ง [-1,1] 



Linear Least-Squares 
Regression 

xi 

yi ei axi+b 
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สมมตุเิราได ้Data Pair (xi,yi);  
i = 1,2,…,n ท ัง้หมด n จดุ 

(xi,yi) 

Regression line 

Variable X และ Y อาจจะเป็น 
ไดท้ ัง้ Continuous และ 
Discrete 
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R, r : Correlation Coefficient 
สว่น Correlation Coefficient คอื  

Pearson Product-Moment Correlation Coefficient  
นยิามวา่เทา่กบัอตัราสว่นของคา่ Covariance ตอ่ผลคณูของคา่  

Standard Deviation ของท ัง้สอง Variable (ของตวัอยา่ง)  
และ สามารถแสดงไดว้า่มคีา่ 
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r = 1 หรอื -1 แสดงวา่มคีวามสมัพันธแ์บบเสน้ตรง 
อยา่งสมบรูณ ์(ในเชงิบวก หรอืในเชงิลบ) 
ถา้ r เป็นศนูยแ์สดงวา่ไมม่คีวามสมัพันธก์นัเลย 



Nonlinear Regression 
• ในกรณีทีเ่สน้ตรงไมเ่หมาะสมทีจ่ะนํามาใช ้
เราสามารถจะใช ้Function อืน่มาทํา 
Regression เชน่ 
– Exponential Model 
– Power Equation 
– Saturation-Growth-Rate Equation 
– Polynomial Regression 

• รายละเอยีดอยูน่อกเหนอืวชิานี ้



Example 
• 1. จากการเก็บขอ้มลูตวัอยา่ง วชิา CPE 332 ระหวา่ง 
คะแนน ทีน่ักศกึษาได ้กบัจํานวนรวมเป็นชัว่โมงที่
นักศกึษาขาดเรยีน หรอืมาสาย ไดข้อ้มลูดงัตาราง
ขา้งลา่ง 

 
 
 
 
 
– จงใช ้OLS Regression แสดงสมัพันธร์ะหวา่งตวัแปรทัง้
สอง ทําการ Plot Scatter Diagram และเสน้ตรงทีไ่ด ้
จากนัน้ใหห้าคา่ Correlation Coefficient 

Data Hour Grade 

1 5 72 
2 8 51 
3 2 86 
4 6 75 
5 4 88 

Data Hour Grade 

6 10 40 
7 7 68 
8 6 63 
9 12 46 

10 8 65 
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r = -0.9069 

y=-5.0159x + 99.5079 



End of Chapter 12 
• Download 
• Homework 12 สง่กอ่นวนัพธุหนา้ที ่3 ธ.ค. 
กอ่น 12.00 น. (สง่ทีส่าขา ใสก่ลอ่ง หอ้ง 5-
310)  



Course Ends 
• Prepare For Exam 

– ขอ้สอบม ี9 ขอ้ ทําทกุขอ้ (นําเครือ่งคดิเลขมาดว้ย) 
– เรือ่งกอ่น Midterm จะออก 3 ขอ้ จาก 6 บทแรก + 6 
ขอ้หลงั MT 

• 1. Function Approximation (1 ขอ้) 
– Taylor Series/McLauren Series 

• 2. Roots of Function (1 ขอ้) 
– Bisection 
– Newton-Ralphson 

• 3. Linear Equations (1 ขอ้) เรือ่งใดเรือ่งหนึง่ 
– Gauss Elimination 
– Gauss Jordan (Including Matrix Inverse) 
– Gauss Seidel 
– LU Decomposition (Crout Decomposition) 



Course Ends 
• Prepare For Exam 

• 4. Numerical Integration (1 ขอ้) ไมอ่อก Finite 
Difference 

– Trapezoidal Rule 
– Simpson 1/3 Rule 
– Richardson Extrapolation 

• 5. ODE (1 ขอ้) 
– Classical Forth Order RK Method เรือ่งเดยีว 

• 6. Curve Fitting (1 ขอ้) 
– Natural Spline 
– OLS Regression 



Formulas 
ดใูน MT+ตอ่ไปนี้ 

 



END OF CPE 332 T1-57 
 

• Minimum 40% เพือ่ทีจ่ะผา่นวชิานี ้
• A จะตอ้งได ้80% ขึน้ไป 


